Centro Universitario de Belo Horizonte - UniBH
Graduacao em Engenharia Elétrica

Uso de fasores para resolucao de circuitos
elétricos

Philipe Cesar Teixeira Pereira

Belo Horizonte, abril de 2020



Sumario

1 Introducao 2
2 Conceitos basicos de circuitos elétricos 3
2.1 Circuitos elétricos lineares . . . . . . . . . . . . .. ... ... 3
2.2 Elementos bésicos de circuito . . . . . ... ... 4
221 Fontedetensao . . . . . . . . ... ... ... .. 4
2.2.2 Fontedecorrente . . . . . . ... ... ... .. 4
223 Resistor . . . ... 5
224 Indutor . .. ... ... ... 5
2.2.5 Capacitor . . . .. ... 6
2.3 Analise de circuitos elétricos com tensoes e correntes continuas 8
2.3.1 Circuito resistivo . . . . . . . . . . ... 8
2.3.2  Circuito capacitivo . . . . . . .. ... 8
2.3.3 Circuito indutivo . . . . . . . ... ... 9

2.4 Analise de circuitos elétricos com tensoes e correntes alterna-
das cossenoidais . . . . . . .. ..o 9
2.4.1 Circuito resistivo . . . . . . . . ... 10
2.4.2 Circuito capacitivo . . . . . . . . ... ... L. 10
2.4.3 Circuito indutivo . . . . . . . . ... ... 13
244 Circuito RL . . . . . . . . ... 13
2.5 Regime transitério e regime permanente senoidal (RPS) . . . . 16
3 Uso de grandezas fasoriais 18
3.1 Origem . . . . . . 18
3.2 Definicao. . . . . ... 19
3.3 Relagoes de tensao e corrente nos elementos de circuito . . . . 19
3.3.1 Resistor . . . . . . ... 20
3.3.2 Capacitor . . . . .. ... 20
3.3.3 Indutor . .. ... . ... ... 21
3.3.4 Obtengao da resposta em RPS utilizando fasores . . . . 23
3.4 Conceito de indutancia e admitancia complexas . . . . . . .. 25



1 Introducao

Os sistemas elétricos de poténcia trabalham com tensoes e correntes alterna-
das, o que significa que essas grandezas, ao serem medidas num dado ponto,
variam senoidalmente no tempo numa dada frequéncia (que pode ser de 60H z
no Brasil e nos Estados Unidos ou 50H z na Europa).

A resolugao de circuitos elétricos com grandezas que variam no tempo di-
fere significativamente de quando tais grandezas sao continuas. Assim como
serd mostrado a seguir, certos elementos (como indutores e capacitores) apre-
sentam tensoes ou correntes em seus terminais que dependem da taza de
variac¢ao dessas grandezas. Em particular, quando a variacao dessas grande-
zas no tempo ¢é senoidal, as taxas de variagao também serao senoidais e de
mesma frequéncia. Isso se deve ao fato de que as derivadas das fungoes seno
e cosseno sao cossenos e senos de mesma frequéncia angular:

d )
p cos(bt) = —bsin(bt) (1)

A fungao sin(bt) pode ser escrita como cos(bt — 90°) (ou seja, o seno é
um cosseno atrasado de 90°). Tem-se também que —bsin(bt) = bsin(—bt)
(pelo fato de a fungao seno ser impar), logo bsin(—bt) = bcos(—bt — 90°) =
bcos(bt +90°) (essa ultima igualdade se deve ao fato de que a fungao cosseno
é par). Logo:

% cos(bt) = bcos(bt + 90°) (2)

A equacao 2 mostra uma relagdo muito importante: a derivada de uma
funcao cossenoidal é também uma funcao cossenoidal, porém adiantada de
90° (ou Frad) e multiplicada por um fator igual ao da frequéncia angular.

Nas préximas segoes, faremos um estudo do comportamento dos circuitos
elétricos quando submetidos a tensoes e correntes alternadas cossenoidais,
nos atendo principalmente ao seu comportamento apds os instantes iniciais,
quando o sistema entra em um regime de operacao permanente, com as
grandezas estabelecidas.



2 Conceitos basicos de circuitos elétricos

Num primeiro momento, serd feita uma revisao de alguns conceitos de cir-
cuitos elétricos, com a apresentacao dos elementos lineares que sao utilizados
na modelagem de sistema elétricos.

2.1 Circuitos elétricos lineares

Inicialmente, faz-se necessério introduzir o conceito de elementos de circuito
lineares. Um elemento de circuito ¢é linear quando a relacao entre as grande-
zas elétricas em seus terminais (tensao e corrente) atendem aos critérios de
linearidade, a saber:

1. Aditividade: f(x +y) = f(x) + f(y);
2. Homogeneidade: f(ax) = af(z);

Como exemplo de elemento linear, pode-se citar o resistor de resisténcia
constante R.

A relacao entre a tensao e a corrente em seus terminais é dada pela lei de
Ohm:

i= 3)

E ficil demonstrar que este elemento é linear: ao se associar em série

dois geradores de tensao de vy e vq, a corrente que circula pelo resistor iy é

igual & soma das correntes i; = % e iy = 2 (critério de aditividade). Ao se

multiplicar a tensao nos terminais do resistor por um fator «, a corrente ¢
também é multiplicada por « (critério de homogeneidade).

Como exemplo de elemento nao-linear de um circuito elétrico, pode-se

citar o diodo. A relagao entre a tensao e a corrente em seus terminais é dada

()

Ao se multiplicar a tensao nos terminais do resistor por um fator «, a
corrente ¢ nos terminais nao sera igual a oz, logo o critério de homogeneidade
nao é cumprido, o que significa que o diodo nao é um elemento linear.

No que se segue, serao trabalhados apenas circuitos que possuem elemen-
tos lineares. Essa condicao é importante para as analises que se seguirao.
Isso pois quando o circuito é composto por elementos lineares, tem-se que:



e ¢ possivel aplicar o principio da superposi¢ao em sua andlise (i.e., um
circuito com duas ou mais excitagoes pode ser solucionado como a soma
dos efeitos das excitagoes tomadas individualmente);

e as excitagoes senoidais em uma dada frequéncia podem ser analisadas
independentemente das demais frequéncias que também possam estar
presentes (i.e., pode-se analisar os efeitos no circuito das excitagoes na
frequéncia de 60H z, e essa andlise nao sera perturbada pela presenca
de componentes em outras frequéncias, e.g., harmonicas de ordem su-
perior, como 120 ou 180H z).

2.2 Elementos basicos de circuito

Abaixo serao listados alguns bipolos (i.e., elementos de circuito com dois
terminais) e a relagao entre a tensao e a corrente em seus terminais.

2.2.1 Fonte de tensao

Uma fonte (ou gerador) de tensao (cujo simbolo estd indicado na figura 1)
é bipolo que faz com que a tensao em seus terminais seja igual a um valor
dado, que pode ser uma fungdo no tempo. A corrente nos terminais (e, por
consequéncia, a poténcia entregue - ou absorvida) dependera do resto do
circuito ao qual ele esta conectado.

Figura 1: Simbolo da fonte de tensao ideal.

Uma fonte de tensdo nunca pode ser curto-circuitada (pois, se isso for
feito, a corrente pelo curto seria infinita). No entanto, ndo ha problemas em
deixar os terminais em aberto.

2.2.2 Fonte de corrente

Uma fonte (ou gerador) de corrente (cujo simbolo estd indicado na figura 2)
é bipolo que faz com que a corrente em seus terminais seja igual a um valor
dado, que pode ser uma fungdo no tempo. A tensdo nos terminais (e, por
consequéncia, a poténcia entregue - ou absorvida) dependera do resto do
circuito ao qual ele esta conectado.



Figura 2: Simbolo da fonte de corrente ideal.

Uma fonte de corrente nunca pode ser deixado em aberto (pois, se isso for
feito, ele nao tera meios de estabelecer a corrente que foi designado para ge-
rar). No entanto, nao ha problemas em deixar os terminais curto-circuitados.

2.2.3 Resistor

Um resistor ideal (cujo simbolo estd indicado figura 3) ¢ um elemento de
circuito que estabelece uma relagao de proporgao entre a corrente e a tensao
em seus terminais, relagao essa que ja foi apresentada na equagao 3. O
resistor é caracterizado pelo valor da sua resisténcia R, dada em Ohm (€2).

R

Figura 3: Simbolo do resistor

Toda a poténcia elétrica que é absorvida pela resistor é dissipada (i.e., ele
nao armazena energia).

2.2.4 Indutor

Um indutor ideal (cujo simbolo estd indicado figura 4) é um elemento de
circuito que estabelece um fluxo magnético concatenado A a partir da corrente
7 em seus terminais. A relacao entre o fluxo e a corrente é feita pelo valor da
indutéancia do elemento, dada em Henry (H).

L

Figura 4: Simbolo do indutor



Pela lei de Faraday, a variagao do fluxo concatenado é igual a tensao
induzida nos terminais do circuito concatenado. Logo:

di
v(t) = L—(t 6
(1) = L5 (
Devido ao fato de que a derivacao é uma operacao linear, elemento de
circuito é linear. A corrente nos terminais do indutor é dada pela expressao:

i@:z/'mw (1)

Esta férmula diz que a corrente no indutor num dado instante de tempo
nao pode ser conhecida se nao se conhecer todo o seu passado.

Pelo fato de que o comportamento do indutor depender do seu passado,
ele sempre estara associado a variavel de estado que é a sua corrente num
dado instante e, sempre quando houver um problema de circuito elétrico,
deve-se indicar o valor da corrente no instante inicial de tempo da analise ig.

i@—%év@ﬁ+% (8)

Se a corrente do indutor variar abruptamente (e.g., abrir-se o circuito
de um indutor, zerando-se assim sua corrente), tem-se % = 400, ou seja,
a tensao induzida serd de intensidade muito elevada. Assim, diz-se que o
indutor tem uma inércia da corrente (i.e., sua corrente varia da maneira
mais continua possivel).

A poténcia absorvida pelo indutor fica armazenada no campo magnético
estabelecido, sendo que num momento posterior essa energia pode ser devol-

vida ao circuito.

2.2.5 Capacitor

Um capacitor ideal (cujo simbolo estd indicado figura 5) é um elemento de
circuito que estabelece um campo elétrico a partir da tensao v em seus ter-
minais. Esse campo elétrico é induzido por cargas elétricas estaticas ¢. A
relacao entre as cargas e a tensao é feita pelo valor da capacitancia do ele-
mento, dada em Farad (F').

e
-

Figura 5: Simbolo do capacitor



q=Cv (9)

Uma vez que a corrente elétrica ¢ a variacao das cargas no tempo, ¢ = %,
tem-se:

dv
i(t) =C—(t 10
() =C2() (10)
Devido ao fato de que a derivagao é uma operacao linear, elemento de
circuito é linear. A tensao nos terminais do capacitor é dada pela expressao:

v(t):é/_ i(t)dt (11)

Esta férmula diz que a tensao no capacitor num dado instante de tempo
nao pode ser conhecida se nao se conhecer todo o seu passado.

Pelo fato de que o comportamento do capacitor depender do seu passado,
ele sempre estard associado a variavel de estado que é a sua tensao num dado
instante e, sempre quando houver um problema de circuito elétrico, deve-se
indicar o valor da tensao no instante inicial de tempo da analise vy.

o(t) = é/o i(t)dt + o (12)

Se a tensao no capacitor variar abruptamente (e.g., curto-circuitando-se
seus terminais, forcando-se, assim, a tensdo em seus terminais a ser zero),
tem-se % = 400, ou seja, a corrente serd de intensidade muito elevada.
Assim, diz-se que o capacitor tem uma inércia de tensdo (i.e., sua tensao
varia da maneira mais continua possivel).

A poténcia absorvida pelo capacitor fica armazenada no campo elétrico
estabelecido, sendo que num momento posterior essa energia pode ser devol-

vida ao circuito.

Dualidade

Um leitor atento percebeu que os textos das se¢oes acima (fonte de
tensao/fonte de corrente; indutor/capacitor) sdo muito parecidos: na ver-
dade, onde um texto diz corrente, o outro diz tensao; onde um texto diz
magnético, o outro elétrico; onde um texto diz derivada, o outro diz in-
tegral.

Essa relagao espelhada entre os elementos é chamada de dualidade,
e é importante conhecer essa simetria nas relagdes para se compreender
certos aspectos dos circuitos elétricos.




2.3 Analise de circuitos elétricos com tensoes e corren-
tes continuas

Nesta se¢ao, serd feita uma andlise de alguns circuitos elétricos lineares exci-
tados com fontes de tensao e corrente continuas, ou seja, fontes que mantém
a tensao ou a corrente em seus terminais em um dado valor.

Essa andlise (principalmente para o circuito resistivo) ja deve ser familiar
ao leitor e serd apresentada aqui unicamente com o intuito de se estabelecer
uma comparagao entre a analise em regime continuo e a andlise em regime
senoidal.

2.3.1 Circuito resistivo

Seja o circuito da figura 6, onde uma fonte de tensao continua de 100V esté
conectada a um resistor, cuja resisténcia é de 5(2.

R

Figura 6: Circuito resistivo sendo excitado por uma fonte de tensao contiua.

Pela lei de Ohm, tem-se que:

v 100V
D= = —
R 5Q
Assim, a corrente na resisténcia sera constante e igual a 20 A.

= 20A

2.3.2 Circuito capacitivo

Seja o circuito da figura 7, onde uma fonte de tensao continua de 100V
estd conectada a um capacitor, cuja capacitancia é de bmF. Assim como
foi mencionado na segao 2.2.5, deve-se informar o valor da tensao inicial
no capacitor, que nesse caso sera considerada igual a do gerador, ou seja

Vo = 100V,
L e

Figura 7: Circuito capacitivo sendo excitado por uma fonte de tensao
continua.



A equacao 10 da o valor da corrente no capacitor:

dv y
o0

Se a tensao inicial é igual ao do gerador, e se tensao do gerador é continua,
entao nao ha em momento algum variacao de tensao %, logo a corrente no
capacitor serd nula i(t) = 0. Assim, um capacitor ji carregado e conectado
a uma fonte de tensao é, para todos os efeitos, equivalente a um circuito em
aberto.

i(t) =C

2.3.3 Circuito indutivo

Seja o circuito da figura 8, onde uma fonte de corrente continua de 20A
estd conectada a um indutor, cuja indutancia é de 5mH. Assim como foi
mencionado na secao 2.2.4, deve-se informar o valor da corrente inicial no
indutor, que nesse caso serd considerada igual a do gerador, ou seja ig = 20A.

P

Figura 8: Circuito indutivo sendo excitado por uma fonte de corrente
continua.

L

A equagao 6 da o valor da tensao no indutor:

di
o(t) = L5 0

Se a corrente inicial é igual a do gerador, e se corrente do gerador é
continua, entdao nao ha em momento algum variacao de corrente %, logo
a tensdo no indutor serd nula v(t) = 0. Assim, um indutor com corrente
conectado a uma fonte de corrente é, para todos os efeitos, equivalente a um

curto-circuito.

2.4 Analise de circuitos elétricos com tensoes e corren-
tes alternadas cossenoidais

Sera feito agora a mesma andlise da se¢ao anterior, porém agora com fontes
de tensao e corrente senoidais.



Para resolver os problemas abaixo, serao utilizadas técnicas de re-
solucao de equagoes diferenciais que talvez o leitor ainda nao tenha apren-
dido. Se for esse o caso, nao ha problema algum: a ideia aqui serd a
de apresentar como seria a resolugao de problemas de circuitos elétricos
lineares sem o uso de fasores, o que se mostra uma tarefa trabalhosa, jus-
tificando assim o seu uso. Assim, o leitor nao precisa se ater aos detalhes
da resolucao.

2.4.1 Circuito resistivo

Seja o circuito da figura 9, onde uma fonte de tensao cossenoidal de v(t) =
100v/2 cos (2760t + 30°) V est4 conectada a um resistor, cuja resisténcia é de
5Q.

R

Figura 9: Circuito resistivo sendo excitado por uma fonte de tensao alternada.

Pela lei de Ohm, tem-se que:

100v/2 cos (2760t + 30°) V
@-:}%: fcos(;;z +30% — 20V/2 cos (260t + 30°) A

Assim, ao se conectar a uma resisténcia uma fonte de tensao cossenoidal
de 100V,; (100/2V de pico), estabelece-se uma corrente na resisténcia igual
a 20A.; (201/2V de pico). A corrente e a tensdo estio em fase (i.e., as
ondas de tensdo e corrente tem a mesma desafagem angular de 30°) assim
como ilustrado na figura 10.

2.4.2 Circuito capacitivo

Seja o circuito da figura 11, onde uma fonte de tens@o cossenoidal de v(t) =
100v/2 cos (2760t + 30°) V' esta conectada a um capacitor, cuja capacitancia
é de 5mF. A tensdo inicial no capacitor é vy = 50/6V (ou seja, igual a
tensao no gerador no instante ¢ = 0, de modo que nao ha um degrau na
tensao).

A equacao 10 da o valor da corrente no capacitor:

10
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Figura 10: Corrente (azul) e tensdo (vermelho) nos terminais do resistor.

dv
C pn (t)

d
5.10—3F.%100\/§ cos (2m60t + 30°)
0,5v/2.2w60.(—1). sin (2760t + 30°)

607/2 sin (—2760t — 30°)

Sendo sin(a) = cos(a — 90°), tem-se:

60m/2 cos (—2w60t — 30° — 90°)
60mv/2 cos (—2m60t — 120°)
60mV/2 cos (260t + 120°)

11



Figura 11: Circuito capacitivo sendo excitado por uma fonte de tensao alter-
nada.

Assim, ao se conectar a um capacitor uma fonte de tensao cossenoidal de
100V (100\/§V de pico), estabelece-se uma corrente no capacitor igual a
60mA.; (60mv/2A de pico). A corrente estd adiantada de 90° em relagio &
tensao, assim como ilustrado na figura 12.

v(V),1(A)

200

100

D

—100
_ \

/

Figura 12: Corrente (azul) e tensao (vermelho) nos terminais do capacitor.
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2.4.3 Circuito indutivo

Seja o circuito da figura 13, onde uma fonte de corrente cossenoidal de i(t) =
201/2 cos (2760t 4 30°) A estd conectada a um indutor, cuja indutancia é de
5mH. A corrente inicial no indutor é 7o = 10v/6A (ou seja, igual & corrente
no gerador no instante ¢ = 0, de modo que nao hd um degrau na corrente).

Figura 13: Circuito indutivo sendo excitado por uma fonte de corrente alter-
nada.

L

A equacao 6 da o valor da tensao no indutor:

di
ot) = LZ(0)

d
= 5.10—31{.%20\/5 cos (260t + 30°)

= 0,1v2.2760.(—1). sin (2760t 4 30°)
127v/2sin (— 2760t — 30°)

Sendo sin(a) = cos(a — 90°), tem-se:

v(t) = 1272 cos (—2w60t — 30° — 90°)
= 127v/2cos (—2m60t — 120°)
= 127v/2cos (2160t + 120°)

Assim, ao se conectar a um indutor uma fonte de corrente cossenoidal de
20A.; (20v/2A de pico), estabelece-se uma tensio nos terminais do indutor
igual a 127V,; (127v/2V de pico). A corrente estd atrasada de 90° em
relacao a tensao, assim como ilustrado na figura 14.

2.4.4 Circuito RL

Seja o circuito da figura 15, onde uma fonte de tensdo cossenoidal de v(t) =
100+/2 cos (2760t + 30°) V est4 conectada a um indutor, cuja indutancia é de
5mH, em série com um resistor, cuja resistancia é de 5{2. A corrente inicial
no indutor é ig = 0A.

13
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Figura 14: Corrente (azul) e tensao (vermelho) nos terminais do indutor.

U(t) = UR(t)+UL(t)
— Ri(t) + Lo (1)

Substituindo os valores, tem-se:

di

1002 cos (2760t + 30°) = 5i(t) + 5.10_3d—z(t)

di

dt

A equagao 13 é uma equagao diferencial linear nao-homogénea de primeira

ordem. A solu¢ao homogénea (i.e., zerando o termo da direita de 13) é dada
por:

(t) 4 1000i(t) = 200002 cos (2m60t + 30°) (13)

14



R

Figura 15: Circuito RL série sendo excitado por uma fonte de tensao alter-
nada.

di
dt

A solucao particular da equacao pode ser obtida pelo método dos coefi-
cientes a determinar, que diz que deve-se procurar uma solucao na forma:

(t) + 1000(t) = 0 — i(t) = I exp (—1000¢)

ip(t) = Acos (2m60t) + B sin (2760t)

onde A e B sdo os coeficientes a serem determinados. Assim:

% [A cos (2m60t) 4+ B sin (2760t)] + 1000 [A cos (2760t) + B sin (2760t)] =

20000v/2 cos (2760t + 30°)
—2160A sin (2760t) 4 2608 cos (2r60t) + 1000.A cos (2760t) + 10008 sin (2760t) =

20000v/2 [cos (2760t) cos (30°) — sin (2760¢) sin (30°)]

Igualando os termos que multiplicam cos (2760t) em uma equagao e os
que multiplicam sin (27r60¢) em outra, tem-se:

—1207A + 1000B = — sin (30°) 20000v/2
1207 B + 1000A = cos (30°) 20000+/2

Tem-se assim um sistema de equacgoes lineares, cuja solugao é:

A = 26,11485378182902
B = —4,297067688863071

15



Ou seja, a solugao de 13 é:

i(t) = Iyexp (—1000t) + 26, 11 cos (2760t) — 4, 297 sin (2760t) A

O termo cossenoidal e o termo senoidal podem ser agrupados, valendo-se
de algumas relacoes trigonométricas.

i(t) = I exp (—1000t) + 26,47 cos (2760t + 9, 34°) A

A constante I deve ser ajustada levando-se em conta o valor da corrente
inicial no indutor, que neste caso é ig = 0. Assim, para t = 0, tem-se:

i(0) = Ip+ 26,47 cos (9,34°) =0

Logo, Iy = —26,11A. Finalmente, a solucao 13, levando-se em conta a
corrente inicial no indutor, é dada por:

i(t) = —26, 11 exp (—1000¢) 4 26,47 cos (2760t +9,34°) A (14)

A figura 16 ilustra o grafico da fungao 14, indicando claramente cada uma
das suas duas parcelas.
O termo —26, 11 exp (—1000¢) de 14 é uma exponencial decrescente, cujo
valor tende para zero, de modo que para um valor de ¢ muito maior que
L

a constante de tempo do circuito z = 1ms (ou seja, apds o transitério),

somente o termo cossenoidal estara presente:

L
i(t) = 26,47 cos (260t + 9,34°) A, para t >> 2= 1ms (15)

Assim, ao se conectar a um indutor em série com um resistor uma fonte de
tensao cossenoidal de 100V, ¢ (100+/2V de pico), apés um perfodo transtério
de duracao da ordem de }% = 1ms, estabelece-se uma corrente nos dois
elementos igual a 18,71A.r (26,47A de pico). A corrente esta atrasada
de 20,66° em relagao a tensao, assim como ilustrado na figura 17.

2.5 Regime transitorio e regime permanente senoidal
(RPS)

A solucao 14 nos mostra que a corrente num circuito RL série é composta
por duas parcelas: uma transitoria que decai segundo a constante de tempo
do circuito % e uma permanente, que é uma funcao cossenoidal de mesma
freqiiéncia que a fonte de tensao.

16
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Figura 16: Grafico da corrente no circuito RL (azul), composto da soma da
componente temporaria (laranja) e da componente permanente (rosa).

Muitas vezes, se estd interessado unicamente na operagao do circuito no
regime permanente senoidal (RPS) que se estabelece ap6s o transitério.
E justamente para se obter esse regime de operagao que os fasores ajudam
na resolugao do problema, evitando-se assim de se fazer todas as operacoes
feitas na secao 2.4.4.

17
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Figura 17: Corrente (azul) e tensdo (vermelho) nos terminais do circuito RL
série.

3 Uso de grandezas fasoriais

Nesta secao sera apresentado o conceito de fasor e seu uso para a resolugao
de circuito elétricos em RPS.

3.1 Origem

Os fasores foram introduzidos na resolugao de circuitos elétricos por Charles
Proteus Steinmetz quando este trabalhava na General Electric no final do
século XIX.
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3.2 Definicao

Fasor é um numero complexo que representa uma fungao cossenoidal. O
modulo do niimero complexo ¢ a amplitude da fungao e o argumento ¢ a fase
da funcao.

Por exemplo, seja circuito linear excitado por uma fonte de tensao que
gera em seus terminais uma onda de tensao que pode ser descrita pela
férmula:

v(t) = 100v/2 cos (2160t + 30°) V (16)

A férmula de Euler é dada por:

exp (ja) = cos (a) + jsin (a) (17)
Onde j? = —1. Logo:

cos (a) = Re [exp (ja)] (18)

Logo, a funcgao cossenoidal pode ser reescrita como:

v(t) = Re [100\/5 exp (j (2m60t + 30°))| V = Re |100v/2exp (j30°) exp (5 (2760t)) | V

N
1%

(19)
Assim, o fasor correspondente a funcao é dado por:

V = 100v/2exp (j30°) V = 100v/2/30°V = (50x/6 + j50\/§) Vo (20)

Observa-se que o fasor nao traz consigo a informacao da freqiiéncia w =
2760rad/s da funcao; isso acontece pois a freqiiéncia de analise fica suben-
tendida: todas as tensoes e correntes do circuito tem a mesma freqiiéncia
(pelo fato de o circuito ser linear, excitagoes cossenoidais produzirao efeitos
também cossenoidais de mesma freqiiéncia).

3.3 Relagoes de tensao e corrente nos elementos de
circuito

Assim como serd visto nessa secao, ao se trabalhar com fasores as relacoes
entre a tensao e corrente nos elementos de circuito podem ser obtidas de
forma muito mais simples.
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3.3.1 Resistor

A relag@o entre a tensao e a corrente nos terminais de um resistor é dada
pela lei de Ohm:

Y
==

R

Seja v(t) = Vi cos (wt + ¢). Tem-se que a corrente serd dada por:

i(t) = VfM cos (wt + ¢)

O fasor associado a tensao v(t) é o numero complexo V' = Vj,/¢. Ja o
fasor de corrente é [ = %Z(ﬂ Ou seja, a lei de Ohm, expressa em grandezas
fasoriais, é dada por:

<

I= = (21)

Introduzindo o conceito de condutancia G como sendo o inverso da re-
sisténcia.

G = (22)

1
R
Tem-se:
I=GV (23)
O grafico da tensao e da corrente num resistor esta ilustrado na figura 18
e o diagrama fasorial esta ilustrado na figura 19.

3.3.2 Capacitor

A relacao entre a tensao e a corrente nos terminais de um capacitor é dada
por 10:

dv
pr (t)

Seja v(t) = Vi cos (wt + ¢). Tem-se que a corrente serda dada por:

i(t) = C

i(t) = C’%VM cos (wt + ¢)
Vi C(—w) sin (wt + @)

= wCV)ycos (wt + ¢ +90°)
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Figura 18: Corrente (azul) e tensdo (vermelho) nos terminais do resistor.

O fasor associado a tensao v(t) é o nimero complexo V= Vulo. Ja
o fasor de corrente é I = wCVy /(¢ 4+ 90°). Sendo j = 1/90°, tem-se [ =
JwCVyL¢. Ou seja, a corrente no capacitor, expressa em grandezas fasoriais,
¢ dada por:
I =jwCV (24)
O gréfico da tensao e da corrente num capacitor estd ilustrado na figura 20
e o diagrama fasorial esta ilustrado na figura 21.

3.3.3 Indutor

A relagao entre a tensao e a corrente nos terminais de um indutor é dada
por T:
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Figura 19: Fasores de corrente (azul) e tensao (vermelho) no resistor, repre-
sentados no plano complexo.

Seja v(t) = Vi cos (wt + ¢). Tem-se que a corrente serd dada por:

t
i(t) = % / Vs cos (wt + @) dt
= VTMé sin (wt + ¢)

v
= w—]\zcos (wt + ¢ —90°%)

O fasor associado & tensdo v(t) é o nimero complexo V = Vi /¢. J& o

fasor de corrente é I = %Z (¢ —90°). Sendo % = —7 =1/ —-90°, tem-se
1= VJMTﬁ Ou seja, a corrente no indutor, expressa em grandezas fasoriais,
¢é dada por:
-~V 1%
=+ =1 (25)
JwlL wlL
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Figura 20: Corrente (azul) e tensdo (vermelho) nos terminais do capacitor.

O gréfico da tensao e da corrente num indutor esta ilustrado na figura 22
e o diagrama fasorial esta ilustrado na figura 23.

As relacoes fasoriais obtidas para o resistor, o capacitor e o indutor sao
resumidas na tabela 1.

3.3.4 Obtencao da resposta em RPS utilizando fasores

Sera refeito a seguir o exemplo da segao 13, mas desta vez usando-se fasores:
Seja o circuito da figura 15, onde uma fonte de corrente cossenoidal de
i(t) = 20v/2 cos (260t + 30°) V esté conectada a um indutor, cuja indutancia
é de bmH. Ignorando-se o regime transitorio, pede-se a tensao nos terminais
do indutor em regime permanente senoidal.
O fasor de corrente é T = 204/2/30°. O fasor de tensdo é dado por:
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Figura 21: Fasores de corrente (azul) e tensdo (vermelho) no capacitor, re-
presentados no plano complexo.

Tabela 1: Relagoes fasoriais para bipolos lineares.
Bipolo Relagoes fasoriais

Resistor | V = RI I =GV
Capacitor | V = 21 | I = jwCV

jwC
Indutor V=jwLl |I=-2V
Jw
V o= jw[j\
= j27m60.5.1073201/2/30°
= 12mV2/120°

Ou seja, a tensao é expressa pelo fasor V= 127/2/120°, que é associado
a funcdo v(t) = 127v/2 cos (2760t + 120°).

Vé-se assim que o uso de fasores, que traz consigo todas as propriedades
dos nimeros complexos, facilita a aplicagao das relagoes trigonométricas, de
modo que no final o célculo é simplificado.
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Figura 22: Corrente (azul) e tensdo (vermelho) nos terminais do indutor.

3.4 Conceito de indutancia e admitancia complexas

Suponha agora que se tenha uma fonte de tensao cossenoidal alimentando
um circuito RL série, assim como na secao 2.4.4.

Nao serao demonstrados aqui os detalhes, mas a relagao que hé entre o
fasor de corrente nos elementos e a tensao aplicada nos terminais é dada por:

~

%
R+ jwL

Ou seja, o fasor de corrente ¢ igual ao fasor de tensao dividido pela asso-
ciagao série da resisténcia R com jwlL. Fazendo-se a analise dimensional de
wL, vé-se que essa grandeza tem dimensao de resisténcia (ou seja, [wL] = ).

Introduz-se, assim, o conceito de impedancia complexa, que é a ge-
neralizagao do conceito de resisténcia quando se trabalha com cir-
cuitos elétricos em corrente alternada senoidal.

I= (26)
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Figura 23: Fasores de corrente (azul) e tensao (vermelho) no indutor, repre-
sentados no plano complexo.

Define-se a impedancia complexa Z como sendo um nimero complexo

que relaciona o fasor de tensao com o fasor de corrente entre dois terminais
quaisquer do circuito:

.V
Z == 27
7 (27)
Ou seja:
=Y
Z

(28)

Voltando para o caso da associagao série RL, tem-se que a impedancia do
circuito em série é dada por:

Z =R+ jwL (29)
Onde jwL é a impedancia complexa do indutor.

Refazendo-se, assim, o exemplo da secao 2.4.4, mas desta vez usando-se
fasores, tem-se:

O fasor de tensao é V = 100+/2/30°. O fasor de corrente é dado por:
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100+/2230°
R+ jwL
100v/2£30°
5+ j2760.5.10-3
100+/2/30°
54 51,885
100+/2/30°
5,3435/20, 66°

100v/2
= / (30° — 20, 66°
53435 (30 0,66°)

= 26,47/9,34°

Ou seja:

i(t) = 26,47 cos (2760t + 9, 34°) A (30)

Chegando-se a mesma expressao 15, mas de maneira mais simples.

Assim como se definiu em 22 a expressao da condutancia como sendo
o inverso da resisténcia, defini-se a admitancia complexa como sendo o
inverso da impedancia.

1

Z

Assim, a tabela 1 pode ser reescrita como sendo os valores da impedancias
e admitancias complexas dos bipolos lineares, assim como indicado na ta-
bela 2.

Y = (31)

Tabela 2: Impedancias e admitancias complexas dos bipolos lineares.

Bipolo Impedancia complexa (Z) | Admitancia complexa (V)
Resistor | R G = }%
. 1 - .
Capacitor o0 = e j(;)C
Indutor jwL WL = —

De maneira andloga ao que acontece com circuitos elétricos operando em
corrente continua, em que a resisténcia equivalente de elementos em paralelo
¢é obtida pelo inverso da soma dos inversos das resisténcias individuais, para

27



circuitos em corrente alternada a impedancia complexa equivalente de uma
associacao em paralelo ¢é igual ao inverso da soma dos inversos da impedancia

individuais. A tabela 3 indica como sao feitas as associagoes entre elementos
em série e paralelo.

Tabela 3: Impedancias e admitancias complexas dos bipolos lineares.

Associacao | Impedancia complexa (Z,,) | Admitancia complexa (Ye,)
Série SN Z Zl T
Paralelo Zl T Y
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