Centro Universitario de Belo Horizonte - UniBH
Graduacao em Engenharia Elétrica

Poténcia e energia em circuitos elétricos
em regime permanente senoidal

Philipe Cesar Teixeira Pereira

Belo Horizonte, junho de 2020



Sumario
1 Introducgao

2 No dominio do tempo

2.1 Poténcia em bipolos. . . . . . . . ..

2.1.1  Convencao do receptor e convencao do gerador . . . . . . . . .. ..
2.2 Corrente continua . . . . . . . . ..
2.3 Corrente alternada e carga resistiva . . . . . . . . . ...
2.4 Corrente alternada e carga indutiva . . . . . . . . . .. ... ...,
2.5 Corrente alternada e carga capacitiva . . . . . . . . .. ... L.
2.6 Corrente alternada e carga com uma impedancia dada . . . . . . . . .. ..

3 Conceito de poténcia ativa, reativa e aparente
3.1 Conceito de tensao e corrente eficazes . . . . . . . . .. ... ... .. ...
3.2 Potéencia ativa ereativa . . . . . . . ...
3.3 Poténcia aparente complexa . . . . . . ... ...

4 No dominio da frequéncia

10
10
10
11

12



1 Introducao

Os sistemas elétricos de poténcia trabalham com tensoes e correntes alternadas, o que
significa que essas grandezas, ao serem medidas num dado ponto, variam senoidalmente
no tempo numa dada frequéncia (que pode ser de 60H z no Brasil e nos Estados Unidos
ou 50H z na Europa).

No texto sobre fasores [2] foi apresentado o uso de ntimeros complexos para a resolugao
de circuitos elétricos em regime permanente senoidal (RPS). O que serd mostrado neste
texto serd o calculo da poténcia consumida por um bipolo linear quando em seus terminais
é aplicada uma tensao cossenoidal, o que engendra a circulagao de uma corrente também
cossenoidal (defasada ou nao).

Nas préximas secoes, serao apresentados as expressoes para os calculos da energia
e da poténcia elétricas transferidas entre elementos lineares de circuitos elétricos. Num
segundo momento, mostraremos como ficam tais expressoes quando utiliza-se fasores para
a representacoes das grandezas elétricas.



2 No dominio do tempo

Assim como foi feito no estudo de fasores, na primeira parte deste estudo serdo mostrados
os calculos no dominio do tempo (i.e., as tensoes e correntes serdao dadas como fungoes
onde o tempo é a varidvel, v(t) e i(t)). Mais uma vez, serd observado que tais cédlculos
serao mais dificeis do que aqueles feitos quando se utiliza fasores.

2.1 Poténcia em bipolos

Recapitulando conceitos basicos de circuitos elétricos, dado um bipolo qualquer, assim
como ilustrado na figura 1, a expressao da poténcia transferida em seus terminais é dada
por:

i(t)

v(t)

Figura 1: Bipolo em cujos terminais estabelece-se uma tensao v(t) e circula-se uma cor-
rente i(t).

p(t) = v(t)i(t) (1)
A energia transferida num dado periodo de tempo (entre os instantes de tempo 0 e t)
¢ dada por:

e(t) = /0 p(t)dt = /0 o(D)it)dt @)

H4 aqui, no entanto, uma divida: quando se afirma que a energia (ou poténcia) é
transferida nos terminais do bipolo, é importante saber se ela estd partindo do elemento
(como ocorre, por exemplo, num gerador, tal como uma bateria) ou entrando nele (neste
ultimo caso, ela pode ser transformada em calor por efeito Joule ou entao armazenada
sob a forma de campos elétricos ou magnéticos). Assim, faz-se necessério introduzir a
convengao do receptor e a convengdo do gerador [1].

2.1.1 Convencao do receptor e convengao do gerador

Define-se que um bipolo esta na convencao do receptor quando a corrente entra no ter-
minal para o qual aponta a seta da tensao. Isso foi ilustrado na figura 1.

Do mesmo modo, define-se que um bipolo estd na conven¢ao do gerador quando a
corrente sai do terminal para o qual aponta a seta da tensao. Isso esta ilustrado na
figura 2.

i(t)

v(t)

Figura 2: Convencao do gerador.



Quando bipolo esta na convenc¢ao do receptor e aplicando a férmula 1, o resultado da
positivo quando o bipolo consome poténcia e negativo quando fornece.

Do mesmo modo, quando bipolo esta na conveng¢ao do gerador e aplicando a férmula 1,
o resultado d& positivo quando o bipolo fornece poténcia e negativo quando consome.

2.2 Corrente continua

Para circuitos elétricos operando em corrente continua, nao hé variacao temporal nos
valores das tensoes e correntes (v(t) =V e i(t) = I). Logo, a expressao 1 da poténcia p(t)
¢ uma constante P assumindo a forma:

P=VI (3)

Sendo esta a expressao ja conhecida da poténcia até entao.

2.3 Corrente alternada e carga resistiva

Para circuitos elétricos operando em corrente alternada, nao podemos utilizar
a expressao 3, mas sim 1. Como um primeiro exemplo, considera-se o circuito da
figura 3, onde um resistor é alimentado por um tensao v(t) (a corrente e a tensao estao
indicadas na convengao do receptor).

Figura 3: Carga resistiva (convencao do receptor) sendo alimentada por uma tensao v(t)
cossenoidal.

A tensao v(t), por ser cossenoidal, pode ser escrita na forma:

v(t) = Vinaa cos (wt + ¢) (4)
Pela lei de Ohm, a corrente i(t) é:
. Vm(lfL'
i(t) = 7 Co8 (wt + ¢) (5)
Logo, a poténcia p(t) sera:
V2
p(t) = v(t)i(t) = % cos? (wt + ¢) (6)

Ora, o quadrado do cosseno de um angulo pode ser calculado como:

5 1 + cos (2a)

cos®a = ————— (7)
Aplicando 7 em 6, tem-se:
V2
p(t) = QL}‘%‘” [1+ cos2 (wt + ¢)] (8)

A expressao 8 é composta de duas parcelas:
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V2 , . . .
e Uma parcela constante, 2=, que ¢ o valor médio transferido de poténcia;

V2 , . . ,
e Uma parcela pulsante, -2 cos2 (wt + ¢), que ora é fornecida ao resistor, ora é
emitida por ele, num ciclo que tem o dobro da frequéncia das ondas de tensao e de

corrente.

A funcao 1 + cos2 (wt + ¢) varia entre 0 e 2, o que indica que, ao se somar as duas
parcelas da poténcia, num dado instante ¢’ nao ha transferéncia de poténcia (p(t') = 0),

- vz, s q-
enquanto que em outro t” transfere-se o maximo (p(t”) = ~2=). Em média, transfere-se
V2 . o s
—mex. Um gréfico da expressao 8 ¢ indicado na figura 4.

v(V),i(A), p(W)
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Figura 4: Grafico da tensao (vermelho), da corrente (azul) e da poténcia (laranja) em
fungao do tempo para uma carga resistiva (convengao do receptor: poténcia positiva é
consumida pelo resistor). Dados: f=1Hz, V0. =2V, R = %Q.

2.4 Corrente alternada e carga indutiva

Considera-se, agora, o circuito da figura 5, onde um indutor é alimentado por um tensao
v(t) (a corrente e a tensdo estao indicadas na convengao do receptor).
A tensao v(t) é a mesma dada na expressao 4. Ja a corrente i(t) é dada por [2]:

Vmam ° Vmax .
i(t) = 1 cos (wt + ¢ —90°) = 1 sin (wt + ¢) 9)

Logo, a poténcia p(t) sera:



Figura 5: Carga indutiva (convengao do receptor) sendo alimentada por uma tensao v(t)
cossenoidal.

p(t) = v(t)i(t) = ‘f”zx cos (wt + @) sin (wt + ¢) (10)
Ora, o produto de um cosseno por um seno pode ser calculado como:
. L.
cosasina = g sin 2a (11)
Aplicando 11 em 10, tem-se:
V2
p(t) = ﬁ sin 2 (wt + ¢) (12)

Observa-se que:

e a0 contrario do que foi observado em 8, o valor médio é nulo;

e a poténcia é pulsante, ora sendo fornecida ao indutor, ora sendo emitida por ele,
num ciclo que, assim como no caso do resistor, tem o dobro da frequéncia das ondas
de tensao e de corrente.

A fungao sin2 (wt + ¢) varia entre —1 e 1, o que indica que num dado instante ¢’
V2

A (s A . N

ocorre a transferéncia de maxima de poténcia para o 13dutor (p(t") = 272}“;), enquanto
Lot v, /1 ~ 1 A

que em outro ¢” transfere-se o maximo dele (p(t”) = —322z). Em média, nao hd poténcia

transferida: tudo que é fornecido num ciclo é devolvido no ciclo seguinte. Um gréafico da
expressao 12 é indicado na figura 6.

2.5 Corrente alternada e carga capacitiva

Considera-se, agora, o circuito da figura 7, onde um indutor ¢é alimentado por um tensao
v(t) (a corrente e a tensdo estao indicadas na convengao do receptor).
A tensao v(t) ¢ a mesma dada na expressao 4. Ja a corrente i(¢) é dada por [2]:
i(t) = wCVpay cos (Wt + ¢+ 90°) = —wCV,p0, sin (wt + @) (13)

Logo, a poténcia p(t) sera:

p(t) = v(t)i(t) = —wCV?2, . cos (wt + ¢)sin (wt + @) (14)

max

Aplicando 11 em 14, tem-se:

p(t) = —% sin 2 (wt + ¢) (15)

Observa-se que:
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Figura 6: Grafico da tensao (vermelho), da corrente (azul) e da poténcia (laranja) em
funcao do tempo para uma carga indutiva (convencao do receptor: poténcia positiva é
consumida pelo indutor, negativa é devolvida). Dados: f=1Hz, V0. =2V, L = %H .

i(t)
C
v(t)
Figura 7: Carga capacitiva (convengao do receptor) sendo alimentada por uma tensao
v(t) cossenoidal.

e ao contrario do que foi observado em 8 e da mesma maneira que em 12, o valor
médio é nulo;

e a poténcia é pulsante, ora sendo fornecida ao capacitor, ora sendo emitida por
ele, num ciclo que, assim como no caso do resistor e do indutor, tem o dobro da
frequéncia das ondas de tensao e de corrente.

A fungao sin 2 (wt + ¢) varia entre —1 e 1, o que indica que num dado instante ¢’ ocorre

N s - N . cvV2
a transferéncia de méxima de poténcia para o capacitor (p(t') = *=5me2), enquanto que

‘- cv2 s 1: ~ ‘ A .
em outro ¢ transfere-se o méximo dele (p(t”) = —*—==2z). Em média, nao ha poténcia

transferida: tudo que é fornecido num ciclo é devolvido no ciclo seguinte. Um grafico da
expressao 15 ¢ indicado na figura 8.
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Figura 8: Grafico da tensao (vermelho), da corrente (azul) e da poténcia (laranja) em
funcao do tempo para uma carga capacitiva (convengao do receptor: poténcia positiva é
consumida pelo capacitor, negativa é devolvida). Dados: f = 1Hz, V0, =2V, C = %F .

2.6 Corrente alternada e carga com uma impedéancia dada

Considera-se, agora, o circuito da figura 1, onde uma impedancia é alimentada por uma
tensao v(t), sendo esta dada pela mesma expressao 4. Se a impedancia complexa da carga

para uma dada frequéncia w for Z = |Z| /¢, a corrente i(t) sera dada por [2]:

i(t) =

Logo, a poténcia p(t) sera:

Sabendo-se que:

cosacos(a+b) =

max

2]

cos (wt + ¢ — ¢z)

2

_ Vo cos (wt + @) cos (wt + ¢ — ¢z)

|Z]

— [cos (2a + b) + cos b
— [cos (2a) cos b — sin (2a) sin b + cos b]

[cosb (1 4 cos (2a)) — sinbsin (2a)]

NN~

(16)

(17)

(18)
(19)

(20)



Aplicando 20 em 17, tem-se:

p(t) = % [cos pz (1 4 cos2 (wt + @)) + sin ¢z sin 2 (wt + ¢)] (21)
Vn%ax Vn%az : :
= Vil [cos @z (1 + cos2 (wt + @))] + 27| [sin ¢z sin 2 (wt + ¢)] (22)

Observa-se que:

e assim como foi observado em 8, o valor médio é nao nulo, mas seu valor é dado por
2

Vmaz .
2|Z] COS (be

e a expressao da poténcia pode ser dividida em duas parcelas:
— A parcela ‘;TI%ZGIE cos ¢z [1 + cos 2 (wt + ¢)], de valor médio nao nulo e igual ao

/1- V2 N N .
valor médio total 5l COS ¢z, que corresponde a mesma poténcia que seria

. : Z
transferida a um resistor de valor Cols J)Z,

— E a parcela ‘;’%r sin ¢z sin 2 (wt + ¢), de valor médio nulo, que corresponde a

1Z]
wsingyz’

mesma poténcia que seria transferida a um indutor de valor

e a poténcia, mais uma vez, é pulsante, ora sendo fornecida a impedancia, ora sendo
emitida por ela, num ciclo que, assim como nos casos anteriores, tem o dobro da
frequéncia das ondas de tensao e de corrente.



3 Conceito de poténcia ativa, reativa e aparente

Todas as relagoes até aqui obtidas levaram-se em conta as expressoes de tensao v e corrente
1 dadas em funcao do tempo.

Nesta secao, serao introduzidos alguns conceitos que nos permitirao obter as expressoes
das poténcias tao somente a partir das amplitudes e das fases das ondas de tensao e
corrente.

3.1 Conceito de tensao e corrente eficazes

Antes de mais nada, é importante definir o conceito de valor eficaz.

Seja a(t) uma grandeza periddica qualquer, de periodo T' = % = 2;” Seu valor eficaz

¢ igual a:
1 to+T
Aep = —/ a?(t)dt (23)
T /i,

Para ty > 0. Seja b(t) uma outra grandeza que, desta vez, varie cossenoidalmente no
tempo.

b(t) = Biax cos (wt + @) (24)

Ao se aplicar a definicao 23, tem-se que seu valor eficaz é dado por:

Bmaz
Bey = \/5 (25)

3.2 Poténcia ativa e reativa

Define-se a poténcia ativa gerada e/ou dissipada em um elemento de circuito operando
em RPS como sendo o valor médio da poténcia transferida.

Seja v(t) = Vipaz cos (wt + @) = V/2V.;cos (wt + @) e i(t) = Lpaycos (wt + ¢ — @) =
V21, £ cos (wt 4+ ¢ — ) a tensdo e a corrente nos terminais de um bipolo qualquer, respec-
tivamente. A poténcia transferida sera dada por:

p(t) = V2V.5cos (wt 4 ¢) V2I 5 cos (Wt + ¢ — @) (26)
= 2Veflef% [cos p (1 + cos2 (wt + ¢)) + sin psin 2 (wt + ¢)] (27)
Vepler cos o [1 4 cos 2 (wt + @)] + Veples sin psin 2 (wt + ¢) (28)

Assim como foi mencionado na secao 2.6, o valor médio de 28 é dado por:

P =V, l.scosgp (29)

Sendo portanto a poténcia ativa consumida/gerada pelo bipolo.

Define-se poténcia reativa gerada e/ou consumida em um elemento de circuito ope-
rando em RPS como sendo a amplitude da poténcia pulsante de valor médio nulo, ou
seja:

Q= Verleysing (30)
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3.3 Poténcia aparente complexa

Define-se a poténcia aparente complexa S como sendo:

S=P+jQ

Tem-se que:

8| = VP Q7 = Vi I

11

(31)

(32)



4 No dominio da frequéncia

Partindo dos fasores de tensio V e I, , tem-se que:

$=7F
Assim, a poténcia ativa P sera dada por:
P=R|S| =R

e a poténcia reativa () serd dada por:

|
&l

0=5l3
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